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Ciljne funkcije particioniranja

Neka je zadan jednostavni konacni neusmijereni
tezinskigraf G = (V,B)i C; Cc V, C; # 0,
i=1-,k

rez(Ch, Cy, ..., Cy) = Z rez(Cy, Cj)

i<
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Ciljne funkcije particioniranja

Neka je m = {C1, Ca, ..., Cy } k-particija skupa vrhova V' grafa G.
Razmijerni rez

:
Ci,C' C’L?C
R(C1,Ca,-- ,Cy) = Z(WZ( ;) rez( .7))

_|_
1C| 1C]

i,j=1
i<
B i rez(C;, V\C};)
i=1 |Cil
Normalizirani rez
k
rez(C’i,C’-) rez(C’i,Cj)
N(Cy,Co,---,Cf) = ( i) 4
zgzzl t(Ci) t(Cj)
i<
B i rez(C;, V\C};)
i=1 t(Ci)
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Particijski vektori

|Cy |
N
[17...’1707. ‘,O,‘
|C2
.01, .1
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Particijski vektori

rez(C;, V\C;) = h! (D — W)h; = h! Lh;,
rez(C;, V) =t (C;) = h] Dh; |

C;] = hj hy,
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Razmjerni rez

h’ Lh;, h! Lh,
R(Cy,Cy, -+ Cy) = =2 4o
(€1, G 2 h”h, h7h,
Stavimo i
h.
Xi = : 3 Z:177k| X:[X17°"7Xk]
[19|P

razmjerni rez je jednak

R(C,,Cy,---,C) = xiLxy+-- +x5 Lx;, = tr(XTLX).
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Normalizirani rez

h’ Lh; hi Lh,
N(C,.Cor - () = L k _
(Ch, G, e, C) h{Dhl+ +h;§th
Stavimo i
Dzh; |
y: = 1 52217°°°7k5| Y:[Yh'"aYk],
HDihi
2
tada je

1

N(Cy,Cy, -+, Cy) = y{D3LD %y, +--+yi D LD 2y,
= tr(YTD 2LD zY)
tr(Y'L,Y)
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Relaksirani problem k-particioniranja

min R (C1,Cs, -+ ,Cy) > min tr(X'LX),
XTX=]
X cRnxk

min N (C,Cy, -+ ,Ci) > min tr(Y'L,Y).
YTY=I
Y cRnxk
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Ky-Fanov teorem

Teorem 1 Neka je A € R"™*" simetricna matrica sa
svojstvenim vrijednostima \; < --- < \,. lada je

k
Zlgl%&i&k tr (ZTAZ) — Z A
7T 7=] =1
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Dokaz Ky-Fanovog teorema

Neka su zadani skupovi
G, =0€85,: 02U I,tr(U) =k}

oo ={u€R" :0<uy<lzai=1--n, Y u=k},
1=1
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Dokaz Ky-Fanovog teorema

Lema 1 Skupovi ®, ; ¢, SU kompaktni i
konveksni. Vrijedi

Ucd,, e 2'UZ cd,y,

gdje je Z € O,,,,. Veze izmedu &, i ¢, dane su
Izrazima

O, ={0€8,:U=2"DZ, Z € O,,, D=diag(u) , u € p,},
I
onk ={uER" :u=[Uy, - ,Un]", gdieje Uc ®,,}.
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Dokaz Ky-Fanovog teorema

Neka za svojstvene vrijednosti matrice A € S,
vrijedi
M < <A< (1)

)\r+1:°":)\k:"’:>\r+t<
Aratrl <o <A,

gdiesut > 11ir > 0 cijeli brojevi.
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Dokaz Ky-Fanovog teorema

Lema 2 Vrijedi

n k

ucpny k

S

argmin{Z)\iuz- u€ pppr={ueR":y;=1, i1=1,---,r

i=1
r—+t

0<u; <1, i=r+1l- r4t, I Y w=k—r,
1=r—+1

u; =0, i=r+t+1,--- n}.
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Dokaz Ky-Fanovog teorema

Lema 3 Nekaje A = diag (\y,--- ,\,) gdje za Ay, - - -

vrijedi (1). Tada je

: TIr\ — o _ |
Ulglq%:,l,k tr (A'U) = Uglq%il,k tr (AU) = ; Ai
]
1
argmin{tr (AU) : U € &,,} ={U €S, : U = U

0

7U S (I)t,k—’l“

Blokovi na dijagonali matrice U su dimenzijar,t, in —r —t

respektivno.

Spektralno k-particioniranje grafa — p.15/35

\
J



Dokaz Ky-Fanovog teorema

Neka je
VIAV = A,

gdje je A= dlag ()‘17 T 7)‘77,)5 1V = [V[l]a T 7V[n]] S On,n-
Dalje, nekaje P, = [vll ... vl iQ, = [vIrHl ... vl
Vrijedi

Pl AP, = diag (A1, -+, Ap) 3 (2)
QTAQ, = N\ 1.
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Dokaz Ky-Fanovog teorema

Teorem 2 Neka A € S,, ima svojstvene vrijednosti
M < --- < \,. Ako svojstvene vrijednosti zadovoljavaju (1),

onda je
k

Urerlcggk tr (ATU) = Z ;.

i=1

I
arg min{tr (ATU) U e d,p}
={Uecs,:U

PPl +QuUQT; U € @y}

gdje P, (), zadovoljavaju (2).
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Dokaz Ky-Fanovog teorema

Lema 4 Ekstremne tocke skupa o, ;. Su

k
fueR":u=lu, u,)’,u € {O,l},Zui = k}.
i=1

Lema 5 Ekstremne tocke skupa ®,, ;. su elementi
skupa @, ranga k , a to je skup matricaU € &, S
k svojstvenih vrijednosti jednakih 1, in — k
svojstvenih vrijednosti jednakih null.
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Donje mede vrijednosti ciljnih funkcija

Rjesenje relaksiranog problema minimuma
razmjernog reza k-particije dano je s

| vrijedi donja meda

A+ A < min R(C1,02,"‘>Ck)=
7={C1,,Ck}

gdje su Ay, - - -, A\, svojstvene vrijednosti Laplacijana
grafa.
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Donje mede vrijednosti ciljnih funkcija

Rjesenje relaksiranog problema minimuma
normaliziranog reza k-particije dano je s

D_%W[1]7 D_%W[2]7 “ .. ,D_%W[k],
| vrijedi donja meda

4o+ < min N (C1,Cy, -+, Ch),
1 'uk_w:{cl,---,ck} (C1, C5 k)

gdje su uq, - - - , ui SVOjstvene vrijednosti normalizira-
nog Laplacijana grafa.
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ldealan slucaj

Teorem 3 Neka je GG tezinski graf s n vrhova. Algebarska
visestrukost k svojstvene vrijednosti 0 Laplacijana grafa G
jednaka je broju povezanih komponenti grafa QG.

Ako svaka komponenta ima n; vrhova, i =1,--- ,k, ondan x k
matrica Z, Ciji su stupci linearno nezavisni svojstveni vektori
Koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti 0, sadrzi k razlicitih
redakar,i=1,--- .k, i redak ' pojavijuje se n; puta. Stovise,
indeksi redaka koji su medusobno jednaki odgovaraju
vrhovima koji pripadaju istoj komponenti grafa G.
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Primjer 1a
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1a

imjer

Pr

9 -2 -3 —4 0
-2 11 -4 -5
-3 —4 13 —6

0
0

0

—6 15

—9

—4

T =4 =3

0
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Primjer 1a

A = diag(0,0,0,7.27,10.73, 11.52, 14, 16, 20.47).

vl = [20.5,-0.5,-0.5,-0.5,0,0,0,0,0]7;
V[2] = [070707 O) _0717 _071’0’ O’ O]T’
V[3] — [07 07 07 07 07 07 _0587 _0587 _058]T’

—0.501 —0.5a9 —0.5a3
—0.501 —0.5a9 —0.5a3
—0.501 —0.5a9 —0.5a3
—0.501 —0.5a9 —0.5a3
Z=| —-0.7181 —0.7182 —0.7183 |, a4, B, v €R.
—0.7181 —0.7182 —0.7103
—0.58y1 —0.58v2 —0.587v3
—0.58v1  —0.58v2 —0.587v3
—0.58v1  —0.58v2 —0.587v3
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Primjer 1b
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Primjer 1b

9 -2 -3 -4 0 0 0 0 0 |
2 12 -4 =5 0 0 -1 0 O
3 -4 14 -6 -1 0 0 0 0
—4 -5 -6 15 0 0 0 0 O
L+E=|0 0 -1 0 8 -7 0 0 0
o 0 0 0 -7 8 0 0 -1
0 -1 0 0 0 0 8 —4 —3
0 0 0 0 0 0 -4 6 =2
0 0 0 0 0 -1 -3 —2 6
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Primjer 1b

A = diag(0,0.79,1.21,7.9211.15, 12.07, 14.95, 17.08, 20.83).

[ 0.3333  0.3836  0.1215
0.3333  0.3235  0.1300
0.3333  0.3446  0.0753
0.3333  0.3673  0.1151
0.3333 —0.0953 —0.6121
0.3333 —0.1474 —0.6044
0.3333 —0.3555  0.2825
0.3333 —0.4248 0.3114

| 0.3333  —0.3960  0.1808

|E|| = 2.4495

ai)/Bi)’Vi c R.
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Stabilnost svojstvenih vrijednosti

|z Weylovog teorema slijedi

Korolar 1 Neka su A i E matrice u R"*" takve da
suAiA+ FE simetricne. Nekasul < X <--- < )\,
svojstvene vrijednostiod A, a | < X, < --- <\
svojstvene vrijednosti od A + E. Tada za svaki
k=1,2--- nvrijedi

Ak = Akl < IE] 2.
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Primjer 2

Laplacijan

20
s X
b3
[ ) [
10
|
0
0 5 10 15 10 20 30 0
sort. v[ﬂ sort. v[2] sort. v[3]
0.2
0.164 1
ol
0.5
0.162
0.16 -0.4 -0.5
0 20 40 0 20 40 20 40

0.5

20 40
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Primjer 3

Normalizirani Laplacijan

Hyr-Hag

20
15 g D . 10
)]
[ ) o *
5
‘ 30 ™
0 05
0O 5 10 15 10 20 30 0
sort. D‘” 2w[1] sort. D‘” 2w[2] sort. D‘” 2w[3]
0.2
0.05
—-0.041 —— 0.1
-0.042 ot ~
O. ....... , ....
-0.043 .
~0.044 ~0.05| —0.17
-0.045 -0.2
20 40 0 20 40 0 20 40

20 40

sort. D‘” 2w[4]

0.2

0.1

0 20 40
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Primjer 4

Laplacijan 7‘1 ’"'7”36
15
60
100 10
40
200 5
20
300 0
0 400 5
0 20 40 60 200 400 0 200 400
1! V12 )
~0.0496 —
0.1
_0.0496 0
0.05 ~0.05
~0.0496
~0.1
—0.0496 0
: —_— ~0.15
~0.0496 ~0.05 ~0.2 -
0 200 400 0 200 400 0 200 400
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k-particijski algoritam za minimiziranje razmjernog reza

1. Za zadanu matricu susjedstva W izracunaj L = D — W;

2. lzraGunaj k svojstvenih vektora matrice L, vi!, ... v i
formiraj matricu Z

3. Pokreni algoritam k-means nad retcima matrice ~.

K-means algoritam ¢e na izlazu dati sredista c;,....,c; € R*
skupina, te vektor [skq, skq, - -+, sk,| gdje sk; € {1,2,--- [k}, i =
1,---,n, 0znacava redni broj skupine kojoj i-ti redak, odnosno

i -1l podatak, pripada.
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k-particijski algoritam za minimiz. normaliziranog reza

1. Za zadanu matricu susjedstva W izracunaj
L,=D"2(D—W)Dz;

2. lzracunaj k£ svojstvenih vektora matrice L,,

wl ..., wl¥ i formiraj matricu

7 = DU,
gdje je
U =[wt .. wll;

3. Pokreni algoritam k-means nad retcima matrice
Z.
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Usporedba algoritama

Primjer n km rbp-rr rop-nr mp-rr mp-nr
t 0.7475s | 0.256s | 0.265s 0.15s 0.164s

4 406 rr 1.613 0.2 0.2 0.827 0.994
nr 0.141 0.018 0.018 0.07 0.087

t 83.45S 68.27s | 73.84s | 33.215s | 51.87s

5 2829 rr | 30.9181 | 0.7732 | 0.7732 | 5.1882 6.039
nr 0.72 0.0967 | 0.0967 0.2458 0.2697
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