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1.

PROBLEM NAJMANJIH
KVADRATA

U ovom poglavlju dat ¢emo kratki uvod u matri¢ni problem najmanjih
kvadrata. Metoda najmanjih kvadrata se koristi kod preodredenih sustava
Az = b u slucaju kada imamo vise jednadzbi nego nepoznanica i kada sustav
nije rjesiv po Kronecker-Capellijevom teoremu.

Problem najmanjih kvadrata se ¢esto koristi u raznim tehnickim primje-
nama kao i u ekonomiji (linearna regresija).

1.1 Linearna regresija

Linearnu regresiju ¢emo najbolje objasniti na primjeru. Neka je zadano

pet tocaka u ravnini
x|1 3 4 6 7
y|[1 3 2 4 3

kao na slici [Tl Ukoliko bi pravac y = kx + [ prolazio kroz sve zadane tocke,
tada bi za svaku tocku (z1,y;), i = 1,2,...,5 vrijedilo

U nasSem slucaju to daje sustav linearnih jednadzbi

E+l=1
3k+1=3
4k +1=2
6k +1=4

Tk +1=3.
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T T
line 1 °

Slika 1.1: Pet tocaka u ravnini

Ovo je sustav s pet jednadzbi i dvije nepoznanice k i [. Matri¢ni oblik sustava
glasi

1 1 1

3 1 3

4 1 m: 2!,

6 1 4

71 3

odnosno Ax = b gdje je

1 1 1
31 I 3
A=14 1}, x:[l], b=y= 1|2
6 1 4
71 3

Ako bi ovaj sustav bio rjesiv, tada bi vrijedilo Ax—b = 0 odnosno ||Az—b|| = 0.
Medutim, zadani sustav oc¢ito nije rjesiv, pa se postavlja pitanje $to mozemo
napraviti. Prirodan zahtjev je da izraz Ax — b bude $to blizi nul-stupcu,
odnosno da norma || Az — b|| bude $to manja moguca. Taj zahtjev matematicki
zapisujemo kao

||[Az — b|| — min.

Ako je x rjeSenje ovog problema, tada je x takoder i rjeSenje problema

| Az — b]|* — min
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pa naziv problem najmanjih kvadrata slijedi iz definicije norme vektora.

Postupak za rjesavanje problema najmanjih kvadrata je u ovom slucaju
jednostavan: rjeSenje x dobit ¢emo kao rjeSenje sustava od dvije jednadzbe i
dvije nepoznanice

AT Az = ATb.
Kako je

r,  [111 21 7, _ [63
AA_[Ql 50 A= 3]

rjeSenje = dobijemo rjesavanjem sustava
111 21) (k| _ |63
21 5| 1| |13|°

Ovaj sustav mozemo lako rjesiti Gaussovom eliminacijom ili, jos jednostavnije,
Cramerovim pravilom, pa je

63 21 111 63

‘13 5‘ 42 ‘21 13' 120
Cof11r 21 1147 CoJ11r 21| 114°

‘21 5‘ ‘21 5'

Geometrijska interpretacija rjesenja je slijedeéa (slika [[2): pravac y =
kxz+1"najbolje” prolazi tockama (x;,y;), 7 = 1,2,...,5ismislu da je suma kva-
drata udaljenosti izmedu zadanih toc¢aka (x;,y;) i tocaka na praveu (x;, kz;+1)
minimalna. Drugim rije¢ima,

Napomena 1.1 Ravninski problem najmanjih kvadrata zove se linearna re-
gresija, a pravac y = kx + [ zove se regresijski pravac.

Rjesenje prethodnog problem i slike ] i mogu se dobiti pomoéu sli-
jedeceg Matlab (Octave) programa

x=[13 4 6 7]
y=[1 3 2 4 3]
plot(x,y,"b*x")
A=[x’ omnes(5,1)]
b=y’
xLS=(A’*A)\ (A’ *b)
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linel o
line 2
4 ° i
3+ ° o i
2+ o i
1r ° 1
0 1 1 1 1 1 1 1

Slika 1.2: RjeSenje problema najmanjih kvadrata

k=xLS (1)

1=xLS(2)

yLS=k*x+1
plot(x,y,’bx’,x,yLS,’r’)

U Matlabovoj sintaksi A’ je transponirana matrica matrice A, ones(5,1)
je vektor dimenzije 5 x 1 sa svim elementima jednakim 1, dok izraz oblika
x=A\b daje rjesenje sustava Ax = b. Stovide, u slucaju preodredenog sus-
tava kao u naSem primjeru, Matlabova naredba xLS=A\b ¢e automatski dati
rjeSenje problema najmanjih kvadrata. Zamijenite liniju xLS=(A’*A)\ (A’ *Db)
s xLS=A\b i uvjerite se da su rjesenja ista!

Zadatak 1.1 Prema podacima Drzavnog zavoda za statistiku|(http://www.dzs.hr)
prosjecna bruto placa u listopadu kroz protekle tri godine bila je slijedeca

Listopad | 2000 2001 2002
Prosjecna bruto placa (kn) ‘ 4921 5051 5447

Izracunajte i nacrtajte regresijski pravac i predvidite kolika ¢e biti bruto
pla¢a u listopadu 2003. RjeSenje provjerite pomocéu Matlaba ili programa
Octave On-line.

Zadatak 1.2 Kroz tocke
X ‘—1
y |1

o
—| o
po| o
w| ot


http://www.dzs.hr
http://lavica.fesb.hr/octave/octave-on-line.php
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provucite najbolji pravac u smislu najmanjih kvadrata. Nacrtajte zadane
tocke i dobiveni pravac te provjerite rjeSenje pomocéu Matlaba ili programa
Octave On-line.

1.2 Metoda najmanjih kvadrata

Postupak iz prethodnog poglavlja primjenjiv je i na viSedimenzionalne pro-
bleme. U ovom poglavlju pokazat ¢emo da je postupak primjenjiv uvijek kada
matrica sustava A ima linearno nezavisne stupce te je u tom slucaju rjeSenje
problema najmanjih kvadrata jedinstveno.

Neka je zadan preodredeni sustav Ax = b od m jednadzbi s n nepoznanica,
pri éemu je m > n. Kako za normu vektora x vrijedi ||z||> = 2z, problem
najmanjih kvadrata

|Az — b]|?> — min

mozemo zapisati kao
(Az — b)) (Az — b) — min.

Uvedimo oznaku

|Az — b||? = (Az — b)T (Az — b)
= 2T AT Az — v' Az — 2P A'b 4+ 07D (1.1)
=2"Br—22Tc+ 1

Q(x)

gdje je

B=ATA,  c¢=ATh,  B=|b>
Ideju za postupak rjesavanja daje nam jednodimenzionalni slucaj: ako su =,
B, ci 3 realni brojevi, tada je Q(z) = Bx? — 2xc + 3 kvadratna parabola &iji
se minimum nalazi u tocki

c

r=—.

B
U viSedimenzionalnom sluc¢aju tome odgovara
z =Bl

pa je x rjeSenje sustava

Bzx = c,
odnosno

AT Az = AT

Ova jednadzba zove se normalna jednadzba. Dokazimo sada da ovaj intuitivni
postupak zaista daje rjesenje.


http://lavica.fesb.hr/octave/octave-on-line.php

6 PROBLEM NAJMANJIH KVADRATA

Teorem 1.1 Neka su stupci matrice A linearno nezavisni, odnosno rang(A) =
n. Tada je rjeSenje x problema najmangih kvadrata Q(x) — min wjedno i
jedinstveno rjesenje normalne jednadzbe AT Az = ATb.

Dokaz. Neka je y bilo koji n-dimenzionalni vektor i neka je h =y — x. Tada

je prema (1))

Qy)=y"By—2y"c+ 4
=(z+h'Bx+h) -2+n)Tct+p
= 2Bz + W' Bz + 2" Bh+ h' Bh — 227 ¢ — 2hT e + 5.

Kako je Bx = ¢, to je
h'Bx = h'e,

a kako se radi o matricama dimenzije 1, to je zbog BT = (ATA)T = B i
2T Bh = (T Bh)T = ' BTx = h' Bz = h'e.
Uvrstavanje u Q(y) daje
Q(y) = 2Bz +h'Bh —22Tc+ g = Q(z) + h' Bh.
Izraz h™ Bh je veéi ili jednak od nule:
hT'Bh = hT AT Ah = (Ah)T Ah = || AR

Dakle, uvijek je
Qy) = Q(),

odnosno vrijednost Q(z) je zaista najmanja moguca.
Dokazimo sada da je rjesenje x jedinstveno. Ako je

Qly) =Qx),  z#y,

tada je ||Ah|| = 0. No, tada je i Ah = 0 (samo nul-vektor ima normu jednaku
nula), §to zajedno s h = y — x # 0 zna¢i da su stupci matrice A linearno
zavisni. To je kontradikcija pa je teorem dokazan. [ |

Primjetimo da su vektori Az i Ax — b medusobno okomiti:
(Az) - (Az — b) = (Az)" (Az — b) = 2T AT (Az — b) = 0.

Geometrijski to znac¢i da je vektor Az ortogonalna projekcija vektora b na
skup {Ay : y proizvoljan}. Nadalje, vektori Az, b i Az — b tvore pravokutni
trokut s hipotenuzom b.
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Rjesenje problema najmanjih kvadrata x zove se joS i kvadratiéna prila-
godba sustavu Ax = b u smislu najmanjih kvadrata. Kvalitetu prilagodbe

mjerimo s

Lo Q@) _ Ay
QO — bl

Iz ¢injenice da je b hipotenuza pravokutnog trokuta sa stranicama Az, Ax —b
i b slijedi da je ¢ uvijek je izmedu 0 i 1. Ukoliko je ¢ = 0 tada je prilagodba
najbolja moguca, odnosno x je tocno rjesenje suatava Ax = b. Ukoliko je ¢
mali, prilagodba je dobra, a ukoliko je g blizu jedan, prilagodba je losa.

Primjer 1.1 Rijesimo sustav

r+y=0
y+z=1
rz+2z=0
—r+y+z=1
—x—2=0

u smislu najmanjih kvadrata. U matricnom obliku sustav glasi

1 1 0 0
0 1 1 T 1
1 0 1 y| =10
-1 1 1 z 1
-1 0 -1 0
Normalna jednadzba glasi
4 0 1| |z -1
0 3 yl =1 2
1 2 4] |2z 2
pa je rjesenje dano s
10 12 11

Kvaliteta prilagodbe je
q = 0.1857

Odgovarajuéi Matlab program glasi
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(=Y
O - O K-

b=[0 10 1 0]

B=A’*A

c=A’xb

x=B\c

% ili krace x=A\Db
g=norm(A*x-b) /norm(b)

Primjer 1.2 Kroz tocke

provucimo kvadratnu parabolu
y=ax’+bxr+c

koja ima najbolju kvadraticnu prilagodbu. Dakle, moramo naéi koeficijente
parabole tako da je

5

Z(yl — azi® — br; — ¢)? — min.
i=1

Ovaj problem mozemo zapisati kao problem najmanjih kvadrata

1 11 0
4 2 1| |a 1
16 4 1| {b] = |4
25 5 1§ |c 8
36 6 1 14

Rjesavanje normalne jednadzbe daje

a 0.68994
b| ~ |-2.16071 |,
c 1.86364

a kvaliteta prilagodbe iznosi ¢ = 0.0562. Zadane tocke i dobivena parabola
prikazane su na slici
Parabola i slike mogu se dobiti slijede¢im Matlab programom
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14 T T .

linel o )}
line2 .
12 - vd

Slika 1.3: Parabola s najboljom prilagodbom

A=1[111
4 21
16 4 1
256561
36 6 1]

v =1[0148 141

% rjesenje

xLS=A\y

% kvaliteta prilagodbe
g=norm(A*xLS-y) /norm(y)
% slike

x=[12 4 5 6]
plot(x,y,’r*’)

hold
% gusca mreza radi bolje slike parabole
x1=1:0.1:6

y1=xLS (1) *x1. 2+xLS(2) *x1+xLS (3)
plot(xl,y1,’b’)

Napomena 1.2 Vidimo da je puni stup¢ani rang matrice A nuzan za funk-
cioniranje metode normalnih jednadzbi jer bi u protivnom matrica B = AT A
bila singularna. Ukoliko matrica A nema puni stup¢ani rang tada rjeSenje pro-
blema najmanjih kvadrata nije jedinstveno i za rjeSavanje problema ne moze
se koristiti normalna jednadzbe. U tom slu¢aju od svih moguéih (beskona¢no)
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rjeSenja, zanima nas ono koje samo po sebi ima najmanju normu. Za rjeSavanje
takvih problema koristimo ili QR rastav s pivotiranjem po stupcima ili rastav
singularnih vrijednosti (SVD ili singular value decomposition). Nadalje, ove
dvije metode je zbog njihovih svojstava (numericke stabilnosti) pozeljno koris-
titi i kada su stupci matrice A gotovo linearno zavisni. Detaljna analiza ovih
slucajeva izlazi izvan okvira kolegija, pa je izostavljamo.
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U ovom poglavlju dat éemo definiciju QR rastava (QR dekompozicije) te
njegova osnovha svojstva i opisati primjenu na rjeSavanje problema najmanjih
kvadrata. Slicno kao u prethodnom poglavlju, ogranicit ¢emo se na slucaj
kada je zadana matrica A tipa m x n, gdje je m > n. QR rastav je takoder
podloga za metode koje racunaju svojstvene vrijednosti i vektore.

Definicija 2.1 Neka je A tipa m x n, m > n. QR rastav matrice a glasi
A= QR,
pri cemu je QQ ortogonalna matrica dimenzije m X m, odnosno
QTQ=0QQ" =1,
a R je m x n gornje trokutasta matrica.

Ako je, na primjer, matrica A tipa 5 x 3, tada rastav A = QR mozemo
shematski prikazati na sljedeé¢i nacin:

(2.1)

X X X X X
X X X X X
X X X X X
I
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
o O o o X
o O O X X
o O X X X
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Koristenje QR rastava za rjeSavanje problema najmanjih kvadrata teme-
lji se na slijede¢em vaznom svojstvu ortogonalne matrice: za svaki vektor z
dimenzije m x 1 vrijedi

]l = [[Q]. (2.2)
Zaista,
1Qz|* = (Q2)" Q= 2" QT Qu = 2"z = ||z|*
Sliéno je i ||QT x| = ||z]|.
Osnovna svojstava QR rastava su slijedeca:
QR1. QR rastav je jedinstven do na predznake stupaca matrice ) i predznake

redaka matrice R.

Neka je J dijagonalna matrica reda m s dijagonalnim elementima J;; €
{—1,1}. Matrica J je o¢ito simetri¢na i ortogonalna. Ako je Q@ = Q.J i
R = JR, tada je

QR=QJJR=QR=A

takoder QR rastav matrice A.

QR2. Vrijedi rang(A) = rang(R).

Ovo svojstvo slijedi iz teorema [M1 2.11].

QR3. Posebno, ako je rang A = n, tada su zbog svojstva QR2. svi dijagonalni
elementi matrice R razli¢iti od nule,

Tii#o, ’i=1,...,n.

Zadatak 2.1 Matlabova naredba za racunanje QR rastava matrice A glasi
[Q,R]=qr(A). Izracunajte QR rastav matrice A iz primjera te provjerite
da ja zaista A — QR = 0 te da je matrica () ortogonalna.

2.1 QR rastav vektora i Householderov reflektor

U ovom i sljede¢em poglavlju opisat ¢emo detalje QR algoritma.
Neka je zadan m-dimenzionalni vektor

z1
Z2
€r =

Lm

i neka je
r=Qr
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njegov QR rastav. Tada je zbog svojstva [Z2) ||r|| = ||z|| pa vrijedi

[zl — |||l

0 0
r= ili r=

0 0

Nalazenje matrice @ je slozenije. U ovom slu¢aju matrica @ jednaka je Ho-

useholderovom reflektoru. Householderov reflektor je simetri¢na matrica defi-

nirana s

(21 & ||z
Z2

H=1-—uw!, v = x3 . (2.3)

Lm

Uvrstavanjem se moze provjeriti da za ovaj izbor matrice H vrijedi

Flz|]

0
Hx=1r=

Ortogonalnosti i simetri¢nosti matrice H povlaci
v=HY(Hx) = H'r = Hr

pa smo dobili QR rastav vektora x.

Primjer 2.1 Akojez=[3 1 5 1]", tada je 2] =6,

=27 -9 —-45 -9 —6
-9 53 -5 -1
54 |—=45 =5 29 =5
-9 -1 -5 53

_ Ol = O
[—
o O O

Napomena 2.1 U prethodnom primjeru uzeli smo da je vy = z1 + ||z||. U
praksi se ¢esto zbog numericke stabilnosti (izbjegavanje oduzimanja) uzima

vy = a1 + sign(a)||z|.
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2.2 QR rastav matrice

QR rastave matrice nalazimo rekurzivnom primjenom QR rastava vektora.
Postupak ¢emo ilustrirati na matrici tipa 5 x 3. Neka je a; prvi stupac matrice
A = Aineka je

£laa]]
0
H 1a1 = 0
0
0
QR rastav vektora a; izracunat prema postupku opisanom uz prethodnom
poglavlju. Stavimo @)1 = H;. Tada je (matrica )y je simetriéna)

iHalﬂ‘ X X
0

Q1A= 8 Ay
0

Neka je as prvi stupac matrice A, koja je tipa 4 x 2 i neka je

£z
0
H2a2 = 0
0
QR rastav vektora as. Stavimo
1
ol 4]
Tada je
+as]] x x
0 +||az]| X
Q201 A = 0 0
0 0 As
0 0

pri ¢emu je matrica Az tipa 3 x 1. Konacno, neka je ag = As i neka je

Eas|
H3a3 = 0
0
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QR rastav matrice (vektora) az. Stavimo

1
Q3 = 1
Hj
Tada je
+||a1|| X X
0 +las|| X
Q3Q2Q1A = 0 0 *lasl|| = R.
0 0 0
0 0 0

Zbog ortogonalnosti i simetricnosti matrica @;, ¢ = 1,2,3, za matricu Q) =
Q10Q2Q3 vrijedi
QQ3Q2Q1A=A=QR

pa sam tako dobili QR rastav matrice A.
Ovaj postupak se lako moze poopéiti na matricu bilo koje dimenzije.

2.3 Numericko racunanje QR rastava

Za formiranje Householderove matrice H potrebno je O(n?) racunskih ope-
racija. Za mnozenje nekog vektora z Householderovom matricom takoder je
potrebno O(n?) raéunskih operacija. No, umnozak Hx moze se izracunati i
bez formiranja matrice H:

T T
VU 2(v' x)
H.’I]:<I—2m>x:x_v UT'U .

Za racunanje produkta pomocu druge jednakosti potrebno je samo O(6n)
racunskih operacija. Sli¢no, produkt H A se u praksi racuna pomoc¢u formula:

2
ﬁ - _m’
w=pATv (2.4)
HA=A+vw”.

Koristeéi prethodna poboljSanja mozemo napisati potprograme za ra¢unanje
QR rastava. Prvi potprogram rac¢una vektor v iz zadanog vektora x prema
formuli (23]) i napomeni BTk

function v=House(x)
% racuna Householderov vektor v iz vektora x
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sig=sign(x(1)); if sig==0, sig=1; end
v=x;

v(1)=v(1)+sig*norm(v);

end

Slijedeéi potprogram rac¢una umnozak H A bez formiranja matrice H prema
formulama (24)):

function B=mnozi_House(v,A)

% racuna produkt HA=(I-2xv*v’/(v’*v))*A
% bez formiranja matrice H
beta=-2/(v’*v) ;

w=beta*A’*v;

B=A+v*w’;

end

Konacno, slijede¢i program racuna QR rastav matrice A oprema postupku
opisanom u prethodnom poglavlju:

function [Q,R]=moj_QR(A)

% QR rastav A=Q*R. A je m x n i mora biti rank(A)n.

[m,n]=size(A);

Q=eye(m) ;

for i=1:min(m-1,n)
v=House(A(i:m,i));
A(i:m,i:n)=mnozi_House(v, A(i:m,i:n));
Q(i:m,:)=mnozi_House(v, Q(i:m,:));

end

R=A;

Q=Q’;

end

Zadatak 2.2 Izracunajte QR rastav matrice A iz primjera [[2 pomocu pret-
hodnih potprograma i usporedite rjesenje s onim koje daje Matlabova naredba
[Q,R]=qr(4).

2.4 Rjesavanje problema najmanjih kvadrata
pomocu QR rastava
Koristeéi svojstvo ortogonalne matrice @ da je ||Qz|| = ||z| mozemo lako

rijeSiti problem najmanjih kvadrata. Neka je A matrica tipa m X n, m > n,
neka je rang A = n i neka je A = QR rastav matrice A. Tada je

[Az = bl|* = |QRz — QQT0|* = |Q(Rz — Q"b)|* = || Rz — Q"0]*.
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Matricu R mozemo zapisati kao
Ry
pu— 2.
r= 1. (25)
gdje je Ry gornje trokutasta kvadratna matrica reda n, a vektor Q7'b mozemo
zapisati kao
Ty &
gdje je ¢ dimenzije n x 1 i d dimenzije (m —n) x 1. Sada imamo

2
Rox — ¢
HAx—bHQ:HRx—QTbHQ:H[ Oid ] = ||[Roz — c|* + ||d||*.

Kako je rang A = n, iz svojstva QR3. zaklju¢ujemo da trokutasti sustav Ropx =
¢ ima jedinstveno rjesenje z za koje je |Rox — ¢|| = 0. Kako d ne ovisi o z
vrijednost ||Az — b|| se ne moze vise smanjiti pa je x upravo (jedinstveno)
rjeSenje problema najmanjih kvadrata. Ocito je

min [| Az — bl = |[d]|.

Slijedeéi Matlab potprogram rjesava problem najmanjih kvadrata pomocu
QR rastava:

function x=LS(A,b)

% Rjesava problem najmanjih kvadrata || Ax-b || --> min
% za matricu punog stupcanog ranga A koristeci QR rastav.
[m,n]=size(A);

[Q,R]=moj_QR(A);

b1=Q’*b;

c=b1(1:n);

x=R(1:n,1:n)\c;

end

Zadatak 2.3 Rijesite problem najmanjih kvadrata iz primjera pomocu
prethodnog potprograma i usporedite rjeSenje s rjeSenjima dobivenim koristenjem
normalne jednadzbe i Matlabove naredbe x=A\b.

Napomena 2.2 Vidjeli smo da problem najmanjih kvadrata mozemo rjesavati
na dva nacina: pomocu normalne jednadzbe i pomocéu QR rastava. RjeSavanje
problema najmanjih kvadarata pomoéu QR rastava je otprilike dva puta spo-
rije ali zato ima bolja numericka svojstva odnosno u odredenim situacijama
daje tocnije rjesenje.
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2.5 Ekonomicni QR rastav

Iz prikaza (I vidimo da zadnjih m — n stupaca matrice () ne sudjeluje
kod ra¢unanja produkta QR jer se mnoze s nulom. Stoga QR rastav A = QR
mozemo u ekonomic¢nom obliku zapisati kao

A = QoRo,

gdje su stupci matrice Qg prvih n stupaca matrice ), a matrica Ry je definirana
s (Z3). Za matricu Qo vrijedi

QgQO = In,

ali
Qo Q5 # Im-

Vazno je napomenuti da stupci matrice Qg tvore ortogonalnu bazu potprostora
razapetog stupcima matrice A. Analogno prikazu 1), ekonomi¢ni QR rastav
matrice dimenzije 5 X 3 mozemo shematski prikazati na sljede¢i nacin:

X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X| =[x X X 0 x X
X X X X X X 0 0 x
X X X X X X

Zadatak 2.4 Matlabova naredba [Q,R]=qr(A,0) daje ekonomic¢ni QR ras-
tav matrice A. Usporedite ”obi¢ni” i ekonomicni QR rastav matrice A iz
prethodnog zadatka.

2.6 QR rastav s pivotiranjem po stupcima

U nekim primjenama kao rjeSavanje problema najmanjih kvadrata kada
matrica A nema puni rang, rang A < n, koristi se QR rastav s pivotiranjem
stupaca. QR rastav s pivotiranjem matrice A glasi

AP = QR,

gdje je P matrica permutacija odabrana tako da su dijagonalni elementi ma-
trice R slozeni padajuéi po apsolutnim vrijednostima,

|7ii| > |Tit1iv1]-

Matlab naredba za QR rastav s pivotiranjem matrice A glasi [Q,R,P]=qr (4).
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Zadatak 2.5 Izracunajte QR rastav matrice

1 2 3
4 5 6
A= 7 8 9
10 11 12

bez pivotiranja i s pivotiranjem i provjerite da je u drugom slucaju zaista

AP - QR =0.
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